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Présentation

Considérons un domaine polygonal convexe €2 de frontiere I" de dimension 2. Nous
simplifions le modele de transport en supprimant la convection et la décroissance
radioactive. Il s'écrit :

= —-DVC
divg = S sur

(1)

avec C, la concentration de radionucléide, S, un terme source, DD, une matrice
(2,2) symétrique définie positive. D’autre part, des conditions aux limites du type
Dirichlet sont imposées sur la frontiere du domaine étudié.
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En 1d

Finite Volume Methods: R. Eymard, T. Gallouét, R. Herbin (2000)

® Maillage a pas non constant de [0,1] :
xo =0 <1 <3 < T <Typdee <zny =1

9 I’LZ+% = Ti+1 — T4, hz :$i+% —SUZ-_%
.. C;, = c(xi), Sz = ($Z>
® Schéma volumes finis : Fio1—F_ 1= h;S;
2 2
Cit1 — C;
o In L= — 1+ 7
7“—i_2 h 1
'L—+—§
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En 1d

®» Schéma VF:

(_Cz’+1 — G 4 C; — C’L’—l)

1
— =S,
hi' By hi 1

® La solution ¢; converge vers la solution exacte cezq Mais

! ( Citl — G G Ci_l) n'approche pas en général 82@
I hi—i—% hi—% PP P g O12
. . 4 Ci+1 — Ci = Ci— Ci—1
® Variante consistante: — = 5;
2h; + hi—1 + hipa ( i1 " hi 1 )
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Cas isotrope

Considérons un maillage de polygones quelconques de (2 constitué de N,,, mailles.
Notons B = {Xi1<i<Nma—|—Nf} I'ensemble constitué des N,,, barycentres de

chaque polygone et de Ny points situés sur la frontiere ; (z;,y;) les coordon-
nées de X;.

Soit une fonction c(x, ) de classe C* sur ). Le développement en série de Taylor
autour du point (z;,y;) s'écrit :

Oc; dc; Az d%c;  Ayj d%c
— ¢ A A 7 J ) 7 7
j = C; + x] a —l_ yj ay —a|_2 2 ax2 —l_ 2 ay + (2>
AxjAy; —— 920y + O \/A:U + Ay? )

avec Afbj = T; — Iy, ij =Y; —VYi, C = C(xjvyj)
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Cas isotrope

82 C; 826@

Nous cherchons a approcher |'expression 92 + 912 par ijl,sz(cj — i),

Zji=1,7 a déterminer. Systéme linéaire a résoudre : AZ = B, avec Z =
(2j(1<;<sy) + J étant le nombre de points apparaissant dans le stencil du schéma

( Az . Az \ ( 0 \
Ayl .. ij 0
A= Af . A;”?’ B=1| 1 (3)
Ayi Ay3 1
2 ; 2
\ AmAy . AzsAys ) \ 0/

Différences finies généralisées : L. Gavete, M.L. Gavete, J.J. Benito (2003)
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Cas isotrope

Par la suite, nous allons chercher une condition géométrique suffisante pour qu'il
existe une solution positive non nulle au systéme précédent. Nous nous intéressons

au systeme linéaire MU = B, avec U = (uj, .. ;).

[ Az . Az \ [0 )

A . A 0
M = s v B= (4)
Az — Ayi .. AxS — Ay 0
\ AazlAyl . AxJAyJ ) \ 0 )

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 10



Cas isotrope

>I<X5
Y 0 — 3T
8 7
>|<X4 0 = —
*XG *)(3 4
>I<X7 *XQ 0 — T
-8
>I<X8 XZ *Xl
*X9 >I<X16 f
T
* X 10 * X1 0 = )
>I<X11 0 — _z
*X12 ' %X13 *5(14 3t 4
-8

16 secteurs autour du point X;

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 11



Cas isotrope

Proposition Sl existe un ensemble de points X; € B satisfaisant la propriété
décrite sur la figure précédente, alors il existe une solution U non nulle qui
est positive.

Preuve

Le point X; étant a l'intérieur du quadrangle (X1, X2, X9, X10), il existe 4 coef-
ficients pOSitifS (8171, S$2.1, S9,1, 810,1) tels que :

81,1XiX1 + 32,1XiX2 + 89,1X¢X9 + 810,1)2@')(10 = 0.

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 12



Cas isotrope

51,1AT1 + 82,1A%2 + S9,1AT9 + S10,1AT10 = 0

s1,1AY1 + s2,1Ay2 + S9,1Ayg + 510,1AY10 = 0

¢ s1.1(ATT — Ayi) + s2.1(Ax3 — Ays)+ (5)
s9,1(Axg — Ayg) + s10,1(AxTo — Ayig) > 0

s1,1Ax1Ayr + s2,1 A2 AY2 + S9,1 AxgAyg + S10,1Ax10AY10 > 0

s

car dans le voisinage de la droite § = 3 Az? — Ay? > 0 et Az;jAy; > 0.

On définit alors 3 autres combinaisons linéaires sk ., 14,4, dui Vérifient les
.\ , : : s 3 3

2 premieres équations (autour des droites 0 = -3 0 = < et 0 = _§)

Notons Exp3) = Zj:l,lG SjJC(AQ}'? — Ayf) et Expd), — Zj:1,16 s; kAx; Ay, ol
k=1,4.
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Cas isotrope

Exp3r | FExpdy Expdr | Expdy
k=1 >0 >0 k=2 >0 <0
Exp3r | Expdy Expdr | Expdy
k=3 <0 >0 k=4 <0 <0
Il existe deux réels positifs o1 et a3 tels que a1 Fxp3: + asFxp3s = 0 et

a1 Expd, + asExpds > 0.
De méme, il existe a2 et oy, réels positifs tels que as Faxp3s + asFxp3s = 0 et

asFxpls + agExpdy < 0.

® [es 3 premiéres équations sont vérifiées.

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 14



Cas isotrope

Il existe donc 31 et (32 réels positifs tels que

Bi(a1 Exp31 + asExp3s) + B2(a2Exp3s + asExp3s) = 0 (6)
=0

B1(a1 Expdi + asExpds) + B2 (a2 Expds + asFExply)

® Les 4 équations sont vérifiées.
Il existe donc 16 valeurs u; {;—1 16} positives non toutes nulles vérifiant le systeme
linéaire MU = B. On pose alors Z = (zj,_, ,4,) qui vérifie Z = vU avec
B 2 B 2 e | . 0% O
V= S e A = > oA et on approche |'expression 92 + B

par Zj:l,lG Zj (Cj — Ci).

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 15



Cas anisotrope

® Le tenseur D symétrique est diagonalisable.
® ()1, )\2) les 2 valeurs propres
A
® 0, ., =arctan(y/ 22)
A1
® (X;,X,Y) X etY, vecteurs propres normés
0, Ox, 2 ™ Ox, .2
| t =022 =222 f=— 4 222
6 secteurs, 5 5 4—I- 5
T 0 s
0=~ - % 0= 0x0, 0= —~0x0,, 0=0,0= .

°

On suppose qu'il existe X; € B dans chaque secteur. La proposition précé-
dente se généralise.

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 16



Cas anisotrope

*X5 1,
i Y 0 = T + 9>‘1’>‘2
4 2
X
* X6 T % X4 0 = Ox 2,
>I<X7 *XQ 0 — 8>\1,>\2
2
X
*Xg X@ A
*X9 *X16 X
Oxi 2
* X — _1A1A2
>I<X10 15 9 o 2
* X 11 — _9>\1’>\2

*X12 '*Xq3 2{14 T Ox

16 secteurs autour du p0|4nt X;

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 17



Cas hetérogene

D =

— ( Dl,l(x,y) D2,1(xay) )

Dya(z,y)  Da22(x,y)
Di1(x,y), Da22(x,y) et D2 1(x,y) suffisamment réguliéres.

2

\

52C 8*C 0°C
Dl,l(xJ y) axQ T 2D2,1(:U7 y) axay + DQ;Q(CU? y) ayZ +
0D11(x,y) 0C(x,y) 0Ds21(z,y) 0C(x,y)
+ + (7)
Ox ox Ox oy
0Ds2 1 (x,y) 0C(z,y) n OD22(x,y) 0C(z,y) _g
oy ox oy Oy B

® Probléme convectif-diffusif.

® Terme diffusif : les vecteurs propres dépendent de x,y. idem cas homogene
anisotrope.

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 18



Cas hetérogene

Terme convectif

oC (z,y)

(pour T) MU, = B,, avec U, = (uj:{lSjSJ}), J étant le nombre de
points apparaissant dans le stencil du schéma.
Ax, .. Axy val,
M, = , B: = (8)
A’yl . ij 0
y
>I<X2 *Xl
X
T
>I<X4
>I<X3

4 secteurs autour du point X

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 19



Cas hetérogene

Proposition : s'il existe un ensemble de points X; € B satisfaisant la propriété
décrite sur la figure précédente, alors il existe U,, non nul positif tels que

MUz = By

oC (z,y)
ox

approché par > ., , uja(c; — ¢i)

A ot C(z,y)
méme propriété pour ———=

Oy

Schéma d’ordre 1 type schéma décentré.

oo o o

Cas diffusif dominant : ordre 2 pour le terme convectif.

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 20



Proprietés : consistance

Soit ('}, les valeurs de C en X;, S}, les valeurs de S en X; et A;, la matrice associée
au schéma tel que A,C) = Sy,.

® Pour chaque point a l'intérieur du maillage, ajout d’'un nombre suffisant de
points sur la frontiere tel que la propriété décrite sur la figure précédente
soit vérifiée.

® rmaz; rayon minimum du cercle tel que les 16 points X; € B soient a
I"intérieur de ce cercle.

® Hypotheése : rmax; tend vers 0 lorsque I'on raffine le maillage.

Ax? Ay?
® Comme Z 2 23 = Z 2 23 = 1 avec z; > 0, alors

(3'2(3@' 8267; 3
Donc >, 152i(c; —ci) = 972 + R + Z ZjO(\/ACU? + Ay ) =

j=1,16

82 C; 4 82 C;
Ox? 0y?

+ O(rmax;) ce qui prouve la consistance du schéma.

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 21



Proprietés du schema : consistance

Remarque

® On choisit les X; € B les plus proches de X; appartenant aux 16 secteurs
de la figure précédente.

® Pour un maillage de parallélogrammes d’'angle aigu v dont les cétés sont
de longueur r, il existe une fonction positive g et un cercle de rayon g(v)r
tels que les points de la figure précédente soient a l'intérieur de ce cercle.

® La fonction g tend vers +0o lorsque v tend vers 0. Le schéma reste
consistant mais perd en précision.

°

rmax; tend vers zéro lorsqu’on raffine le maillage.

°

Méme propriété, lorsque la régularité ne varie pas dans une convergence en
maillage

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 22



Proprietes : principe du maximum

® Si la proposition précédente est vérifiée, les coefficients z; sont tous
positifs.

La matrice Aj, est irréductible.

La matrice Aj, est une M-matrice.

L 3 I

Principe du maximum.

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 23



Proprietés : stabilité et convergence

® Pourv= —(562 -+ ’yz), Apv = Ag = 2D171 -+ 2D272, D171 et D272 sont les
termes de la diagonale de D.

® Avec principe du maximum, (Theése I. Faille : (I.F.P.)) ||A; '||occ < G ou

_ lvllos
G="

TMAx = MAT{;=1,N,,,}TMAL;.

est un coefficient strictement positif indépendant de

® Siles hypothéses de la figure précédente sont satisfaites et si pour chaque
point X; € B a l'intérieur du maillage, rmax; tend vers zéro lorsqu’on
raffine le maillage, le schéma (DFPMD) est convergent en norme infini car
Il est consistant et stable. |l est au moins d'ordre 1.

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 24



Remarque

"On the non existence of monotone linear schema for some linear parabolic equa-
tions Comptes Rendus Mathematique, Volume 340, Issue 5, 1 March 2005, Pages
399-404 Christophe Buet, Stéphane Cordier”

® VF9 ou DF9 avec tenseurs anisotropes.

® DFPMD est une solution.

® Solution non linéaire.

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 25



Remarque

® Schéma en général non conservatif (sauf cas particulier) qui converge quand
méme!

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 26



Résultats numériques

Solution analytique stationnaire

°

Exemple de E. Burman et A. Ern

2 =]0,1.0[x]0,0.3]

Tenseur isotrope

Rectangles découpés en 4 triangles
Condition de Delaunay non vérifiée
Conditions aux limites de Dirichlet : C' =0
Can(z,y) = sin(mx)sin((7/0.3)y)

S = —divDV Cay,

© oo 000 @

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 27



Résultats numériques

Maillage de 64 triangles.

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 28



Résultats numériques

h k 103 103 1 03 1 03
! 47 87 8 167 16 327 32
Nma 64 256 1024 4096
Erreur L? | 9,0.1072 | 2,8.1072 | 8,9.107° | 4,4.1073
Ordre 1.66 1.68 1.0
1 0.3 1 0.3 1 0.3
h,k 64 64| 128138 | 3567 256
Nma 16384 65536 262144
Erreur L? | 1,8.107% | 8,1.107* | 4,0.10™*
Ordre 1.32 1.12 1.04

Erreur L? et ordre en fonction du pas de discrétisation

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 29




Résultats numériques

Solution stationnaire avec terme source discontinue

® Exemple de E. Burman et A. Ern

» O =]0,1.0[x]0,0.3]

® (Cas isotrope

® Rectangles découpés en 4 triangles

® Conditions aux limites de Dirichlet : C' = 0.

®» S =1sur]0.,0.5[x]0.,0.075[ et O sinon.

®» EFMH/VF(MPFA)/DFPMD (F. Dabbéne, G. Bernard-Michel, S. Gounand,
C.L.P.)

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 30



Résultats numériques
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Maillage de 64 mailles et source.

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 31



Résultats numériques

SCAL
>-1.94E-04
< 2.83E-03

-1.71E-04

-2.80E-05

1.13E-04
2.55E-04
3.97E-04
5.39E-04
6.81E-04
8.22E-04
9.64E-04
1.11E-03
| 1.25E-03
1.39E-03
1.53E-03
1.67E-03
1.82E-03
1.96E-03
2.10E-03
2.24E-03
2.38E-03
2.53E-03
2.67E-03
2.81E-03

(7]
(€]
>

L
.00E+Q00
.00E+00
1E-03
7E-02
10

Te——— )\ \/
RO

=
[elelololololololololololololololololelalé) BN

.8
4
.15
.20
.24
.29
.34
.38
43
48
.52
.57
.62
.66
71
.76
.80
.85
.90
.95
.99

EFMH (concentration et lieu des valeurs négatives) 64 mailles, valeur minimum

—1.94 x 10™%, 12 % d’oscillations

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 32



Résultats numériques

O
>
—
(7]
(€]
>
[

pOO0O000000000000000UIs o
CLOXENNDOUUBBRWWNNRPROG
oGO UoaO0IOTIO0IoUIoUIoO

+00

%E 03
+00

'8.44E-02
327603
8.72E-04
5.02E-03
9.16E-03
1.33E-02
1.74E-02
2.16E-02
2.57E-02
2.99E-02
3.40E-02

| 3.82E-02
4.23E-02
4.64E-02
5.06E-02
5.47E-02
5.89E-02
6.30E-02
6.72E-02
7.13E-02
7.55E-02
7.96E-02
8.37E-02

o)
o0
mm

T
o
N

AR YA

VF(MPFA) (concentration et lieu des valeurs négatives) 64 mailles, valeur mini-
mum —3.96 x 1072, 17 % d’oscillations

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 33



Résultats numériques

2.95E-03
3.10E-03

DFPMD (concentration) 64 mailles

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 34



Résultats numériques

Solution analytique stationnaire
® Inspiré par le benchmark de FVCA5 (R. Herbin et F. Hubert)

& O=]0,1.0[x]0,1.0]

°

— 1 0
D = Ry < . > Ro~ ! Ry, rotation d'angle 8 = —67.5 degrés
0 10~

Conditions aux limites de Dirichlet : C =0
Can(x,y) = sin(mwx)sin(my)
S = —dwfﬁcm

Maillage de carrés.

oo ob0

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 35



Résultats numériques

h 1 1 1 1 1
4 8 16 32 64

Nma 16 64 256 1024 4096

Erreur L? | 5,2.107% | 4,7.107' | 2,6.107* | 7,1.17% | 2,5.10™ 2

Ordre 0.14 0.85 1.87 1.51
1 1 1

h 128 356 512

Nma 16384 65536 262144

Erreur L? | 7,7.1072 | 2,1.1072 | 5,6.107*

Ordre 1.68 1.85 1.92

Erreur L? et ordre en fonction du pas de discrétisation

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 36




Résultats numériques

Solution stationnaire avec terme source discontinue
» O =]0,1.0[x]0,1.0]
— 1 0 .
® D=Ry . Ro™ ", Ry est la rotation d'angle § = —67.5 degrés
0 10~

Conditions aux limites de Dirichlet : C = 0.
S =1 sur ]0.25,0.75[%]0.25,0.75] et O sinon.

| J

® Maillage de carrés.

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 37



Résultats numériques

_SCAL SCAL
>~/ 03E-03 >0.00E+00
1.136-01 < 1:00E+00
668503 7.81E-03
-1.01E-03 5.47E-02
4.67E-03 0.10
1.03E-02 0.15
1.60E-02 0.20
2.17E-02 0.24
2.74E-02 0.29
3.30E-02 0.34
3.87E-02 0.38
4.44E-02 0.43
| 5.01E-02 | 048
5.57E-02 0.52
6.14E-02 0.57
6.71E-02 0.62
7.28E-02 0.66
7.84E-02 0.71
8.41E-02 0.76
8.98E-02 0.80
9.54E-02 0.85
0.10 0.90
0.11 0.95
0.11 0.99

EFMH (concentration et lieu des valeurs négatives) 16384 mailles, valeur minimum
—7.6 x 1072, 19 % d'oscillations

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 38



Résultats numériques
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9.35E-02 .85
9.87E-02 .90
0.10 .95
0.11 .99

VFSYM (concentration et lieu des valeurs négatives) 16384 mailles, valeur mini-
mum —3.0 x 107°, 7 % d'oscillations

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 39



Résultats numériques
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DFPMD (concentration) 16384 mailles

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 40



Conclusion

°

Convergence numérique vérifiée.

°

Systeme linéaire facile a inverser (Pas de Newton ou de point fixe).

® Prix de la méthode : ordre entre 1 et 2 en espace sur les maillages
déformés et les tenseurs tres anisotropes.

® Pour des maillages déformés avec tenseurs anisotropes, schéma ordre 1 :
linéaire, schéma ordre 2 : non linéaire

® Propriétés proches des schémas approximant un terme convectif. Ordre 1 :
schéma TVD, ordre 2 : schéma non linéaire.

Un schéma linéaire vérifiant le principe du maximum pour des opérateurs de diffusion trés anisotropes sur des maillages déformés, C. Le Potier p. 41
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