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Introduction

m Stockage des déchets radioactifs

m Transport dans le milieu naturel

m Equations de convection—diffusion—réaction
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Introduction

m Objectifs :

= Approximation par EF dans un cadre non-conforme

= Formulation mixte et schéma boite

Schéma boite pour les équations de Darcy
(Courbet—Croisille(1998), Croisille (2000))

- Formulation mixte dans RT°(73) X Pqc.o(72)

- Formulation primale dans P, o(75)
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' Introduction

m P).o(7:) : Espace de Crouzeix—Raviart

m RT°(7:,) : Espace de Raviart—-Thomas de plus bas degré
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Introduction

® Probleme modele

—eAu—+ B-Vu+rvu=f dans(l,
u=0 surofl,

u concentration ; € > 0 diffusion ; 8 champ d’advection ; v réaction

= Formulation faible dans H ()

[ Chercher v € Hi(9) tel que:

< /eVu-Vv—l—/ﬁ-Vuv—l—/VwJ:/fv Yo € Hy ().
. Ja Q Q Q

= Existence et unicité : s'il existe oo > 0t.q. v — V-8 > 0o.
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Hypotheses

m Adimensionalisation du probleme — 3 ~ O(1)

m Hypotheses

v au plus d’ordre 1
e<leth <1

la famille de triangulation (77):~0 est quasi—uniforme

BeEPT,)etV-3=0
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Stabilisation par viscosité de sous—maille

m J—-L. Guermond (1999)

u X}eL — Pr}c,o(,]'h) % Bnc(,]'h)s

e f
Vy, = U + Uy, .

= Espace des échelles résolues : P, (75)

= Espace des échelles fluctuantes : B,.(7x) = vectrer, {bT }
b7 bulle non—conforme de Fortin—Soulié
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Stabilisation par viscosité de sous—maille

= Introduisons sur Hy (Q) + Py 0(75) les normes suivantes :

1
2

1,h = Z HVUHg,T

TGTh

v

~

N[~

sh=| D 16Vollor |

TGTh

v

N[~

lol, = [ S 11812 [] e 3.

FeF,,
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\‘ Stabilisation par viscosité de sous—maille

B Lemmel:

: ZTeTh fT /6.vwhv£,
inf sup

- >c>0.
wp €PL, o(Th) vl €Bnc(Th) [whlg,n vy [lo,0
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Stabilisation par viscosité de sous—maille

m Soitv, € X;,,

Z/ﬂvvhi Z/ﬁnT Z/ﬂvhp.

TET, TEeT,, FE]—“

m Contrble du terme de saut sur les faces par pénalisation.
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Stabilisation par viscosité de sous—maille

m On introduit

h(hot) == 3 [ BluileGi)

FeFluFm o

Fi* . ensemble des faces de 9Qi, = {z € 9Q : B:n < 0},
(vp)t = lim._ o+ v}, (z +vB) , valeur aval de v}, .

= Pourtout F' € F} U F™ et pour tout v§ € X¢

L[ sl - [ pilen)! = 1 [ IBlelilt,

— Z (6-Vvy, + vuy,vp)o,r + Jo(vy,,vn) > ¢ (||U2\
TeT,,

St ell?) -
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Stabilisation par viscosité de sous—maille

= Formulation sur X;

[ Chercher u$ € X7 tel que pour tout v§ € X§

S [ eVurvei+ 3o [ (Vs v+ ol o) 4+ bnudoh) = (£
T T

TeT, TeT,

\ . J/
N/

\ = @h(u(;mvz)

br (wh, ) = ¢b Y hT/ Vupy-Voy,
T

TETh

ou ¢, > 0, indépendante de ¢ et h.
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‘ Stabilisation par viscosité de sous—maille

m Analyse d’erreur a priori dans I'esprit du second lemme de Strang
= Stabilité (condition inf-sup discrete)
= Continuité
= Consistance

= Approximation

= Deux normes différentes (stabilité, continuité) sur Hg () + Pac.o(75)

1
0.0 + [[v][; +€2|v

loll 4 = lv 1.+ hlvls.n,

N[~

2

—1 2
folly s = lola+ | S petlole |+ 35 I

TETh Fefh

2
0,F
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Stabilisation par viscosité de sous—maille

B Lemme 2 : Stabilité.

@ e e
Yoy, € X7, sup h(vZ’wh)
weexe |lwyll 4

1
> ¢ (I[vflly + R [ohlin)

m Corollaire : Le probleme posé sur X, admet une et une seule solution.

® Lemme 3 : Continuité.
Il existe une constante c t.q. pour tout

(v, w) € Ho () X [Ho () + Pac,o(Tn)]

> (eVo,Vw)or + Y (B-Vv+vv,w)or < c|v]

TeTy, TeTy,

h,%”wHA‘

Momas—Décembre 2004 — p. 1



Stabilisation par viscosité de sous—maille

B Lemme 4 : Estimation d’erreur.

Posons

ZTeTh (eVu, vwlez)O,T + (6vu + ru, wiez)O,Q T (f7 ’UJZ)O,Q

Rp(u) = sup

wh exE A
Alors, il existe une constante c telle que
1
= w4 + A2 b < e (llu = Taull, y + Ra(w))

ou II, est la projection L?(2)-orthogonale sur P¢ o(73,) -

Momas—Décembre 2004 — p. 1



Stabilisation par viscosité de sous—maille

B Lemme 5 : Approximabilité.

Il existe une constante c telle que

Yo e H*(Q)NHy(Q), |v— Mholl,, 1 < ch(eZ + h2)|v]2.0.

B Lemme 6 ; Consistance.

Il existe une constante c telle que

Rn(u) < ceZh||ull2.0-
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Stabilisation par viscosité de sous—maille

m Théoreme : Convergence.

Il existe une constante c telle que
1 1 1
lu = uhll o + hZ |unlip < ch(e2 +h2)|uf20.
= Preuve.
1
= w4+ hZ b1 < e(llu = Taull, 3 + Ra(w))

1
+€2)[lull2,0.

N[

< ch(h
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Stabilisation par viscosité de sous—maille

m Condensation des bulles {b7 } reT,

[ Chercher uy, € Pyec.0(7r) tel que pour tout vy, € Py o(77)

Z / eVup-Vup + Z / ﬁ Vup + l/uh)vh -+ Sh(uh,vh) = l(vh)

TeT) TeTy,

7\

\

Z ﬁ Vup + vup, b%c)o,T(ﬁ-Vb%c + I/b%c, Uh)O,T
@h(b%cv b%c) ,

sh(un,vn) = Jo(un,vn) +
TETh

(f, 07 )o, 7 (B-Vbr 4+ vbr,vn)o, T
, U + ’
( ) f h 0,€2 Z @h(b%c,bnc)

TETh

Momas—Décembre 2004 — p. 1



Stabilisation par viscosité de sous—maille

m EXxistence et unicité

uy, est solution du probleme posé dans X; si et seulement si

= sa composante aux échelles résolues u; est solution du probleme
posé dans P, o(75)

= sa composante aux échelles fluctuantes u! est telle que

i = 5 Do — anln b

by .
@h(b%c7 b%c) g

m Estimation d’erreur a priori

1 1 1 1
lu—unll 4 + (h? +€2)uplin < ch(e? +h?)|ull20.
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Formulation mixte

B
® Probléme mixte
( oc+Vu=0 dans,
! eVo+pVu+vu=f dansQ,
\ u=0 surofl.

= Formulation faible dans H (div; Q) x Hg ()

[ Chercher (o, u) € H(div; Q) x H}(Q) tel que:

/JT+/VuT—O vr e [L*(Q)]*

\ /:eVJU—I—/ﬂVuv—I—/QI/uv—/fv Vv € L*(Q).

= Existence et unicité : si v — —V .6 > 0 grace au théoreme de
Banach—Necas—Babuska.

7\
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Formulation mixte

m Théoreme de Banach—NecCas—Babuska

Soit W un espace de Banach et soit V. un espace de Banach reflexif.
Soient T € L(W, V") et f € V'. Le probléme

Chercher u € W tel que :

Tu=f dans V'

est bien posé si et seulement si

T
= da >0, inf sup < 1WY 2viy
weW yev  |wllw|v]lv

>

- Y

= VoeV, (VvweW, <Tw,v>y yv=0)=(v=0).
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Discrétisation par schéma boite

m Discrétisation par schéma boite

On suppose v = 0.

( Chercher (o4, ur) € RT°(71,) x Pi.o(71) tel que pour tout

7\

/ onhTh + Lin(un, ) =0, Y € [P°(Th)]°
Q

Z /[EV'Uh + B-Vup]vp, = / fon , Yo, € P°(T3,),
T Q

\ TETh
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Discrétisation par schéma boite

ou
-Vun + vup, by ) (b7 3,
ti,n(un, Th) = Z [(ﬁ : T )rch O
TeT, @h(bT 7bT )
_|_%/ | ’ﬁnT’(Ulh —UZ)(W%L'T}L)’T :
oTin
avec

OT™ = {x € 8T, B-nr <0} .

\/V

uy () = lim un(y) et up = lim un(y) .

yeT y¢&T
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Discrétisation par schéma boite

= Elimination de oy, : 7, = eV, pour vy, € Py, o(75)
= Formulation primale :

[ Chercher uy, € Py..0(77) tel que pour tout vy, € Py o(77)

| Z /TEVuh-Vvh+ Z /T(ﬁ'vuh)vh+8h(uh,vh):l(HOvh).

TeTy, TeT,

\

sn(+,-) se déduit de t1 » (-, -).

m Reconstruction de o} sur un patch d’élements de la triangulation
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Schéma boite

8 (op,un) € RT°(71,) x Pi.o(75) est solution du schéma boite ssi

= uy, est solution du probléme posé dans P, (75)
= oy, verifie la formule de reconstruction suivante pour tout ' € 75

P ah(uh’b%c) O nc
O-h’T - vuh’T - G@h(b%c,b%c)n (bT )

~ ey [ 1Bl — )l

+ L (=B-Vun|r + fulr) Thlr -
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Résultats numeriques

Q =]0, 1[x]0, 1] et
u(z,y) = 3 sin(rx) sin(my) (1 — tanh(

avec a,, = 0.05
= couche intérieure en z = 0.5

B=(1,0", v=1etec {1,107%,107%}
cp, = 1

triangulation quasi—uniforme et non—structurée

0.5—=x

aqw

) s
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Résultats numeriques

= Erreur reelle dans la norme ||-|| , et ordres de convergence, o, pour
e=1,e=10"2ete=10""

Maillage e=1 e =102 e=10"4
Na b | u-ugll, o |Ju-uwl, o |lu-ul, o
374 0.1 0.9605 - 0.3222 - 0.2939 -
1441 0.05 0.4608 1.06 0.1232 1.39 0.1009 1.54
5621 0.025 0.2156 1.09 0.0470 1.40 0.0337 1.58
22330 0.0125 0.1028 1.07 0.0192 1.29 0.0118 1.51
88961 0.00625 0.0497 1.05 0.0085 1.17 0.0044 1.41
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Conclusions

m Stabilisation par viscosité de sous—maille dans un cadre non—conforme
= Aucun parametre a choisir en fonction de e et h

= Analyse d’erreur a priori
= Formulation sur les échelles résolues

= Schéma boite

m Autres méthodes de stabilisation dans un cadre non—conforme
= Peénalisation des sauts des gradients sur les faces (Burman 03)

= Conditions limites de type Robin—Neumann
= Aucun parametre a choisir en fonction de € et h

Analyse d’erreur a priori

= Schéma boite en cours
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Conclusions

m Analyse d’erreur a posteriori

= Analyse par residu
= Analyse hiérachique en cours

= Maillages adaptatifs pour des problemes présentant des couches
Intérieures
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