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Modele monolithologigue

Hy(xz,t) — diviA(x)VH (z,t)] =0
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Modele monolithologique

Hy(xz,t) — diviA(x)VH (z,t)] =0

Insuffisant...
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Modele monolithologique

Hy(xz,t) — diviA(x)VH (z,t)] =0

Insuffisant...

— deux problemes a étudier...
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Problemes stationnaire et transitoire
on pose, pour t = tg, u(x) = Az, ), 9(x) = A(z)VH (x,to)
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Problemes stationnaire et transitoire

on pose, pour t = tg, u(x) = Az, ), 9(x) = A(z)VH (x,to)
probleme stationnaire
on étudieI” : ¢g— g avec
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Problemes stationnaire et transitoire

on pose, pour t = tg, u(x) = Az, ), 9(x) = A(z)VH (x,to)
probleme stationnaire
on étudieI” : ¢g— g avec

diviu sz) (z)| + F(z) 20
0<u(z) <1
(u(z) — 1) (diviu(z)g(z)] + F(z)) =0

probleme transitoire

Hy(z,t) — div[l'(A()VH(:, 1)) ()] = 0
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Hypotheses

Q c R? ouvert régulier

Jhe CY Q) etA : Q — Mgtqg : Q — RY,
z — A(z)Vh(x) Lipschitz et g(z) -n(z) =0

F e L*(Q), F(z) > 0 pp.

Remarque : ¢ = 0 et F' = 0 = non unicité de u, mais
unicité de g
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Non régularité a priori

on cherche sens faible : soit ¢ € C'(R) tq £/(1) >0
on a alors

&' (u(z))(diviu(z)g(z)] + F(x)) =

&'

( )(divlu(z)g(z)] + F(x))+
& (u

1
(u(z)) = &'(1)(div[u(z)g(x)] + F(z)) =
&'(D)(diviu(z)g(x)] + F(x)) >0

forme faible de &' (u(z))(diviu(x)g(z)] + F(z)) > 0 pp.
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Solutions faibles

g = ug solution faible si
ue L>®(Q)et0<u(z) <1 pp.
et

£(u(e)) (~g(0) - Vip(a))+ |

/ Flu)uls) - O] Andvto) | de 20
* | Eu)e)F () |

Ve € C1(R) convexe tq. £'(1) > 0, Vo € C1(Q,R,).

(&' (u(z))(divu(z)g(z)] + F(z)) > 0 multiplié par ¢...)
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Propriéte des solutions faibles

/Q (—3(2) - Vo(a)dz + F(z)p(z))dz > 0, Yy € C* (@ Ry)

si g Lipschitz, solution faible ssi

g(z) = u(z)g(z) pp. et 0 < u(z) < 1 pp.
diviu(z)g(x)| + F(z) > 0 pp
(u(z) — 1) (divlu(z)g(z)] + F(x)) = 0 pp.
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Cas particulier 1D

(a,b) €eR%2tqa < b, F € L*(]a,b), g € C°[a,b]) Lipschitz

avec g(a) = g(b) =0
solution faible g : [a,b] — R verifie Vx € [a, b

i(@) = min (¢ )+ [ FO) - min (50 + [ Fo)ar)
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Cas particulier 1D

(a,b) €eR%2tqa < b, F € L*(]a,b), g € C°[a,b]) Lipschitz
avec g(a) = g(b) =0
solution faible g : [a,b] — R vérifie Vz € [a, b]

G(z) = min <g+(y)+ L yF(t)dt)— min (Q—(y) . /;F(t)dt)

y€E|x,b] y€la,r

Preuve : si g(z) > 0 et g(z) < g(x), Il existe yy €|z, b] et
e > 010

32 = o (v0) + / Y Pt Vil € [+ e]

x,
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Exemple 1D

Q=]-1,1,g : v — a2’ —zetF : x+>1/2

g
ap.sol
---- ex.sol
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Methode

définir un ensemble de fonctions C(g, F'), auquel
appartient la solution faible

affaiblir encore le sens de la solution... en prévision
convergence minimale sol. approchées...

montrer que la solution tres faible est plus grande
que tous les elements de C(g, F)

en déduire solution tres faible est en fait faible et
maximale

en déduire unicité ... et conjecture
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Un ensemble convexe de fonctions

C(g, F) = {y1q Jv € L>(12), aveC y(z) = v(z)g(x),
0< v( ) < 1 pp. etVy € CH(Q,R,),
Jo ([= Vo(z)] + ()F(z))dz > 0}

caracterise par

C(g, F) = {7 tq Jv € L=(Q), avec y(z) = v(z)g(z),
0 <wv(x) <1 pp. et sens faible de

¢ (u(x))(diviu(z)g(z)] + F(z)) > 0 avec

Vi € [0,1], (k) > 0}

E(v(@))[=g(x) - V()] +
|| 0@ - @) ol dvg) + | do
?\ €(@)p()F(a)

Vo € CHQ,R,), V¢ € CHR) tg. Vk € [0,1], € (k) > 0
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Solution tres faible

G =ug pp.,avec u € L*°(2 x (0,1)), 0 <wu(z,a) <1pp
(x,a) € 2 x (0,1) et sens faible de

¢ (u(z, o)) (diviu(z, a)g(z)] + F(x)) > 0 avec £ € CL(R),
convexe tg. £'(1) > 0

[ &, 0))(—(0) - T(o))+ |
[ ] €t a)ute.a) - gl a))] ela)dvg(o)+ | dads 2 0
i F |

& (u(z, )¢ () B
vé € CL(R), convexe tq. ¢'(1) > 0, Yo € C1(TL R, )

(sol. mesure d’Young vue comme “processus”)
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Theoreme de comparaison

v € C(g, F') avec y(z) = v(z)g()
g sol. tres faible, avec g(x, a) = u(z, a)g(z)
alors

/ / @)t [~g(z) - V()] dadz > 0,

Vo € CH(Q

preuve . méthode du dédoublement de variable
(Krushkov)
utilise ¢ Lipschitz
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Conséquence . unicité

on prend (x fo z,a)da € C(g, F)
eto=~h-— hmm, on obtient

// (/ u(z, B)df — ulz, a))+A($)Vh($)-Vh(x)dadx > (0

implique g(z, a) iINdép. de «a, puis unique
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Consequence : solution maximale

— mMax
veC(g,F) |g(T)|

3(2) (7))

Implique

g est la projection dans L?(2)¢ de g sur C(g, F)

(convexe fermé non vide car O € C(g, I))

conjecture : resultat vrai quelle que soit regularité de g...
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Schéma numeérique 1

T maillage admissible Q, g7 := (9x.1.) keT Len, 10
9K.I, = —9IL K €l

Z IK,L :/ divg(z)dx := Gg, VK € T
LeNk K

tel que gx 1. approche gx 1 = fK|Lg(a;) -ng rds(z), avec

di
Y Y tam( K (9r,1 — §K,L)2 — 0

KeT LENk

et Fg = [, F(x)dz
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(exemples de gx 1)

1. 9k = .1 = / 9(z) - ng rds(z)
KIL

2. gKL—/ dIVg
LeNk

avec gx 1, = 7xr(hr — hK)
(méthode de volumes finis : E-Gallouét, MH. Vignal)

3. Y gK,L—/ divg(z)dx

(et éléments finis mixtes : Raviart, Thomas, Chavent,
Jaffré, Droniou-E-Hilhorst-Zhou)
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Schéma numeérique 2

schéma donné par

Z (g[—?,L’UfL _g[_(7LUK) +Frre=0 et ug <1 ou
LeNk

Z (g[j;,LuL _g[_(,LUK) +Fe >0 et ug=1
=%

ur(z) =ug, Ve € K, VK € T
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Algorithme numérique

Initialisation: ugg) =1 et pgg) =1, pourtout K € T

Itérations: pour u%‘l) et p%‘l) connus pour tout K € T

1.

si Y (ggput V) — g pue ) + Fx < 0, alors pi) =0
LeNk

si Y (gkpup ) —gxpui )+ Fi 20, alors pig) = pi
LeNk

2.
S| p%) =1, alors ug?) =1
(1)

sipy) =0, alors > (g yuy” — g pui)) + Fx =0
LeNk
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W e

Propriétés de I’algorithme

existe unique solution (p%), u%))

suite (u%))neN décroissante

ug?) >0

convergence en au plus card(7) itérations
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Convergence du schema

estimation L implique sous-suite cv non-lin. faible x :
Il existe fonction 4 € L*>*(€2x]0, 1]) tq

pour tout ¢ € C°(R), ¢(ug) CV fol Y(u(-, a))da topologie
faible x de L°°(Q2)

Inégalité BV-faible

C
> lgkrl lug —ur] < 73
(K,L)e& |T|

conséqguence : passage a la limite schémaxfonction test
donne g solution tres faible

unicité solution tres faible implique solution faible et
convergence forte dans L?(€2) pour p > 1
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Proprieteés de convergence, exemple 1

Q=]-1,1,g : v — a2’ —zetF : x+>1/2

Nombre d’itérations fonction du nombre de mailles
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Proprieteés de convergence, exemple 1

Q=]-1,1,g : v — a2’ —zetF : x+>1/2

Norme L! de I'erreur fonction du nombre de mailles
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Exemple 2D

Q= (0,1)% A(z) =1z et F(z) = 1/100 pp, g = Vh avec h
solution de —Ah(z,y) = y(1 —y)(—z* + = — 1/6), et
Vh-n =0 sur df)

Calcul de h sur des carrés
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Exemple 2D

Q= (0,1)% A(z) =1z et F(z) = 1/100 pp, g = Vh avec h
solution de —Ah(z,y) = y(1 —y)(—z* + = — 1/6), et
Vh-n =0 sur df)

Calcul de h sur des triangles
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Exemple 2D

Q= (0,1)% A(z) =1z et F(z) = 1/100 pp, g = Vh avec h
solution de —Ah(z,y) = y(1 — y)(—2* +x — 1/6), et
Vh-n =0 sur df)

Calcul de u sur des carrés
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Exemple 2D

Q= (0,1)% A(z) =1z et F(z) = 1/100 pp, g = Vh avec h
solution de —Ah(z,y) = y(1 — y)(—2* +x — 1/6), et
Vh-n =0 sur df)

Calcul de « sur des triangles
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Exemple 2D

Q= (0,1)% A(z) =1z et F(z) = 1/100 pp, g = Vh avec h
solution de —Ah(z,y) = y(1 —y)(—z* + = — 1/6), et
Vh-n =0 sur df)

Calcul de ¢ - e sur des carres
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Exemple 2D

Q= (0,1)% A(z) =1z et F(z) = 1/100 pp, g = Vh avec h
solution de —Ah(z,y) = y(1 —y)(—z* + = — 1/6), et
Vh-n =0 sur df)

Calcul de g - e sur des carres

Analyse et approximation numérique d’un modéle stratigraphique avec contrainte d’érosion — p.35/3



Exemple 2D

Q= (0,1)% A(z) =1z et F(z) = 1/100 pp, g = Vh avec h
solution de —Ah(z,y) = y(1 —y)(—z* + = — 1/6), et
Vh-n =0 sur df)

Calcul de ¢ - e sur des carres

Analyse et approximation numérique d’un modéle stratigraphique avec contrainte d’érosion — p.36/3



Exemple 2D

Q= (0,1)% A(z) =1z et F(z) = 1/100 pp, g = Vh avec h
solution de —Ah(z,y) = y(1 —y)(—z* + = — 1/6), et
Vh-n =0 sur df)

Calcul de g - e sur des carres
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Conclusions

beaucoup de problemes ouverts : régularite de g,
projection L?, cas transitoire ....

un probleme d’avenir...
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