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Hypothèses
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Non régularité a priori
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Propriété des solutions faibles
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Méthode
1. définir un ensemble de fonctions

� � �� � 	

, auquel
appartient la solution faible

2. affaiblir encore le sens de la solution... en prévision
convergence minimale sol. approchées...

3. montrer que la solution très faible est plus grande
que tous les éléments de

� � �� � 	
4. en déduire solution très faible est en fait faible et

maximale

5. en déduire unicité ... et conjecture
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Un ensemble convexe de fonctions
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Solution très faible
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Théorème de comparaison
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preuve : méthode du dédoublement de variable
(Krushkov)
utilise � Lipschitz
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Conséquence : unicité
on prend � ��� 	 � � �

�

� � ���� �
	 � � � � � �� � 	

et � � � 
 �
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indép. de �, puis unique
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Conséquence : solution maximale

� � ��� 	 � � ��

� 
 � ���� � �
	 � ��� 	 	

	 � ��� 	 	 � ��� 	

implique

� � est la projection dans


 � � � 	 �

de � sur
� � �� � 	

(convexe fermé non vide car


 � � � �� � 	
)

conjecture : résultat vrai quelle que soit régularité de �...
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Schéma numérique 1
maillage admissible

�

, �� � � � ��� � � 	 � 
 � � � 
 ��� tq

� � � � � 
 � �� � et

� 
 ���
�� � � � � div � ��� 	 �� � � � � � �� �

tel que � � � � approche 	 � � � � � �� 
 � � ��� 	
� 	 � � � ��� ��� 	

, avec

� 
 � � 
 ���
� � � � � � 	


 � �
�
�� � � 
 	 �� � � � �

� �

et

�� � �� � ��� 	 ��
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(exemples de �
�)

1. � � � � � 	 ��� � � � � 
 � � ��� 	
� 	 � � � � � ��� 	

2. � 
 ���
��� � � � � div � ��� 	 ��

avec � � � � � �� � � � � 
 � � 	

(méthode de volumes finis : E-Gallouët, MH. Vignal)

3. � 
 ��
��� � � � � div � ��� 	 ��

(et éléments finis mixtes : Raviart, Thomas, Chavent,
Jaffré, Droniou-E-Hilhorst-Zhou)
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Schéma numérique 2
schéma donné par

� 
 ���
� �
�� � � � � 
 � �� � � � � 	 � �� � �

et � � � �
ou

� 
 ��
� �
�� � � � � 
 � �� � � � � 	 � �� � �

et � � � �

� � �� 	 � � � � �� � � � �� �
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Algorithme numérique
Initialisation: �

� � �
� � �

et �
� � �

� � �

, pour tout

� �
Itérations: pour �

��� � � �� et �
��� � � �� connus pour tout
� �

1.
si � 
 ���

� �
�� � � �

�� � � �� 
 � �� � � �
�� � � �� 	 � �� � �� alors �
�� �

� � �

si � 
 ���
� �
�� � � �

�� � � �� 
 � �� � � �
�� � � �� 	 � �� � �� alors �
��� �

� � �
�� � � ��

2.
si �

��� �
� � �� alors �

�� �
� � �

si �
��� �

� � �� alors � 
 ���
� �
�� � � �

�� �
� 
 � �� � � �

��� �
� 	 � �� � �
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Propriétés de l’algorithme
1. existe unique solution

� �
�� �

� � �
��� �

� 	

2. suite

� �
��� �

� 	
� 
 � décroissante

3. �
��� �

� � �

4. convergence en au plus card( ) itérations
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Convergence du schéma
estimation


 �

implique sous-suite cv non-lin. faible � :
il existe fonction

� � � 
 � � � � � �� � � 	

tq
pour tout

� � � � � � 	

,

� � � � 	

cv

� �
�

� � � � ���� �
	 	 � � topologie

faible � de


 � � � 	

inégalité BV-faible

� � � � � 
 �
	 � � � � 	 	 � � 
 � � 	 �

�

	 	 � � �

conséquence : passage à la limite schéma � fonction test
donne

� � � solution très faible

unicité solution très faible implique solution faible et
convergence forte dans


 � � � 	

pour � � �
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Propriétés de convergence, exemple 1D
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Propriétés de convergence, exemple 1D
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Exemple 2D
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Analyse et approximation numérique d’un modèle stratigraphique avec contrainte d’érosion – p.30/38



Exemple 2D

� � � �� � 	 �

,

� ��� 	 � � � et

� ��� 	 � � � � � �

pp, � � 
 �

avec
�

solution de 
 �� ����� � 	 � � � � 
 � 	 � 
 � � � � 
 � �� 	
, et
 �

� 	 � �

sur

� �
Calcul de

�

sur des triangles
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Conclusions
beaucoup de problèmes ouverts : régularité de �,
projection


 �

, cas transitoire ....

un problème d’avenir...
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	Plan
	Plan
	Mod`ele monolithologique
	Probl`emes stationnaire et transitoire
	Hypoth`eses
	Non r'egularit'e a priori
	Solutions faibles
	Propri'et'e des solutions faibles
	Cas particulier 1D
	Exemple 1D
	Plan
	M'ethode
	Un ensemble convexe de fonctions
	Solution tr`es faible
	Th'eor`eme de comparaison
	Cons'equence : unicit'e
	Cons'equence : solution maximale
	Plan
	Sch'ema num'erique 1
	(exemples de $g_{K,L}$)
	Sch'ema num'erique 2
	Algorithme num'erique
	Propri'et'es de l'algorithme
	Convergence du sch'ema
	Plan
	Propri'et'es de convergence, exemple 1D
	Propri'et'es de convergence, exemple 1D
	Exemple 2D
	Exemple 2D
	Exemple 2D
	Exemple 2D
	Exemple 2D
	Exemple 2D
	Exemple 2D
	Exemple 2D
	Conclusions

